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 أْ وقطت مه وقط   Pوقطت ثببخت ,  Oوفشض  -أ

                   اىجزء اىزْ فًٕ اىحشمت ىيسبئو غٕش دَامٕت   

 ) غٕشدَساوٕت(                                      

 ببىمىحىٕٕه                                         Oببىىقطت  Pسُف وُصو اىىقطت 

OAPOBP,      مو مىٍم ٔقع أٔعب فٓ جزء اىسبئو َ 

 اىزْ فًٕ اىحشمت غٕش دَامٕت .                                                                               

 سىطبق وظشٔت سخُمس عيّ اىمىحىّ                                  

            فٕنُن                                                  OAPBOاىمغيق 

   1..  
SOAPBO

OAPBO dSqnSdq


 

بحٕث ٔقع ميً فٓ  OAPBOأِ سطح ٔمنه إوشبؤي عيّ اىمىحىّ  Sحٕث 

جزء اىسبئو اىزْ فًٕ اىحشمت غٕش دَامٕت َ بمب ان اىحشمت غٕش دَامٕت 

 فٕنُن مخجً اىذَامٕت ٔسبَْ اىصفش 

 2oqcurqw


  

بزىل وسخىخج أوً مه  1  

حُه أِ مىحىّ مغيق مُجُد  إرا مبوج اىحشمت غٕش دَامٕت فٕنُن اىيف 

 داخو اىسبئو ٔسبَِ صفش. 

َ ىنه مه  1  

 3.

..

...

saySdq

SdqSdq

oSdqSdqSdq

P

OBP

PBOOAP

PBOOAPOAPBO
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

 

) َ  Pأِ داىً قٕبسٕت اىخٓ قٕمخٍب حعخمذ فقط عيّ مُظع اىىقطت  Pحٕث 

أٔعب ( َ ىنه لا حعخمذ عيّ أخخٕبس اىطشٔق مه   Oمُظع اىىقطت اىثببخت 

O  ّاىP . 

حٕث اوً ٔمنه اعخببس أن مخجً  Pقشٔبت جذا مه  Qوخخبس وقطت أخشِ 

qاىسشعت 


 Qٌُ مخجً مُظع  َ ىىفشض أن  PQثببج فٓ إحجبي  

 ففٓ ٌزي اىحبىت ٔمنه مخببت اىعلاقت اىخقشٔبٕت الاحٕت:  Pببىىسبت اىّ 

 

 

 

 

 
 

 

 

 



 4.. PQ

PQ

Sdqq   
 

مطشَحب مىً  Qاىّ  Oٔسبَْ اىخنبمو مه  Qاىّ  Pلأن اىخنبمو مه 

َ مه  Pاىّ  Oاىخنبمو مه  3  ٔىخج اىعلاقت 4  . 

 َ ىنه مه اىعلاقت اىخقشٔبٕت 

   5. PPQ   

َ ببىخعُٔط مه    4,5  ٔىخج أن 

     ..q 

Pحٕث أوىب َظعىب    لأنP  . أِ وقطت اخخٕبسٔت عبمت 

. بزىل  َ ىنه ٌزي اىعلاقت صحٕحت مٍمب مبوج قٕمت اىمخجً اىصغٕش 

 وسخىخج أن 

 6 gradq 


 

   حسمّ بذاىً جٍذ اىسشعت . بزىل وسخىخج أوً " حٕث حنُن اىحشمت غٕش

دَساوٕت فإن اىحشمت جٍذٔت أِ ٔمنه َظع مخجً اىسشعت عيّ صُسة 

 " َ اىعنس صحٕح أِ: إوحذاس ىذاىً قٕبسٕت 

" ارا مبوج اىحشمت جٍذٔت أِ أن اىسشعت جٍذٔت أِ ٔمنه َظعٍب عيّ 

gradqصُسة  


فإن حشمت اىسبئو حنُن غٕش دَامٕت أَ غٕش دَساوٕت .  

 لأن                        

 
o

qqcurw
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









 

 

 

 

عن الطرف الحر القرٌب من هو بعد النقطة الثابتة   نفرض أن  -ب

 السائل              

 



 و ان سرعه السائل عند أى نقطة على 

فتكون القوى الخارجٌة المؤثرة لوحدة الأطوال ) لأن   هو   من   بعد 

  و تتجه الى النقطة      𝜇وحدة الاطوال تتناسب مع وحدة الحجوم ( هو 

 و حٌث ان الانبوبة رقٌقة فإن الحركة تكون تقرٌبا على بعد واحد

 لدراسة الحركة معادلة الاتصال 

  

  
  ⃗⃗          

 ثابته    

 ⃗⃗       

 
  

  
 

  

  
 

  

  
   

 هً   و لكن مركبات السرعة 

        

 
  

  
                                                                                    

 معادلة الحركة لاوٌلر تأخذ الصورة 

  

  
  

  

  
    

 

 

  

  
 

 فقط   لان الحركة فً إتجاه محور 

                                    𝜇  

 
  

  
  

  

  
  𝜇  

 

 

  

  
                                    

                                           و من معادلة الأتصال      
  

  
   



 
  

  
  𝜇  

 

 

  

  
 

ٌتلاشى   لأن تفاضلها بالنسبة الى داله فً الزمن فقط   و حٌث أن 

  بإجراء تكامل المعادلة السابقة بالنسبة الى 

  
  

  
  

 

 
 

 

 
𝜇     

 ثابت التكامل   حٌث 

     فإن     عندما 

 
  

  
  

  

 
 

 

 
𝜇     

     فإن         عندما   

      
  

  
  

  

 
 

 

 
𝜇          

 من هذٌن الشرطٌن بالطرح 

 
  

  
  𝜇                                                           

 و حٌث أن سرعة تدفق السائل 

  
  

  
 

 
   

   
  𝜇                                                              

 نحصل على   بالتكامل مرتٌن بالنسبة الى 

         s(√𝜇   )                                           



ثوابت تتعٌن      و ٌعنً هذا ان السائل داخل الانبوبة ٌتحرك ح.ت.ب 

من الشروط الإبتدائٌة للحركة, كما ٌمكن حساب الضغط عند أى نقطة من 

 معادله اوٌلر 

  

  
  𝜇  

 

 

  

  
                                                           

    وبإستخدام المعادلة   و بالتكامل بالنسبة الى 

  𝜇        
 

 
  

 

 
𝜇                               

 نحصل على   ثابت          و بالتعوٌض عن   حٌث 

    

 
 

 

 
𝜇                                               

 

 

 

 ثانىاجابة السؤال ال

 حركة سائل غير لزج ) معادلات أويلر ( معادلة -أ

.   حٌز محدود بواسطة سطح مقفل ثابت   نعتبر سائل ٌشتغل عند الزمن 

و طبقا لقانون نٌوتن الثانً للحركة فإن القوى الكلٌة المؤثرة على كتلة 

 السائل تساوى معدل التغٌر فً كمٌة الحركة .

 تحت تأثٌر الضغط العمودي على الحدود. ولا حركة السائل ستحدث أ

 

 

 

 

 

 وة الجذب مثلا( تحدث تحت تأثٌر القوى الخارجٌة ) مثل ق ثانٌا:

𝑧     

        𝑥 

                 𝑦 

𝑝               𝑑𝜏                    𝑑𝑧 

                            

𝑑𝑥 

  

Type equati n here  

𝑝  
𝑑𝑝

𝑑𝑦
𝑑𝜏 

𝑑𝑦 



و لنفرض ان القوى الخارجٌة التً تؤثر على وحدة الكتل من السائل هً 

   . 

و    فإذا فرضنا عنصر من السائل على هٌئة متوازي مستطٌلات حجمه 

اضلاعه توازي المحاور و ذلك بإستخدام أحداثٌات كرتٌزٌة متعامدة فنجد 

 و ٌكون بذلك          ان لهذا العنصر الابعاد 

          

لأن        بذلك نجد ان القوى الخارجٌة المؤثر على هذا العنصرهً  

 .      كتلته هً 

ٌؤثر أٌضا على هذا العنصر قوى داخلٌة نتٌجة لضغط بقٌة السائل علٌه. 

فإذا أخذنا أحد اوجه هذا العنصر و الوجه المقابل له و لٌكن هم الوجهٌن 

هً الضغط على الوجه الاول )   فإذا كانت        ن للمستوى الموازٌٌ

عمودٌة علٌه لانها قوى الضغط ( فٌكون الضغط على الوجه المقابل الذي 

–هو    سٌبعد عنه بمسافة  (  
  

  
و هاتٌن القوتٌن تؤثران فً  (  

هو   و بذلك تكون محصلة الضغوط فً إتجاه محور   اتجاه محور 

–
  

  
و هذه القوة قوة ضغط اى قوة لوحدة المساحات فتكون محصلة    

هً     المؤثر على العنصر   الضغوط فً اتجاه محور 

(–
  

  
  ) –اى تساوى      

  

  
كذلك بالمثل فً اتجاه باقً المحاور    

الناتجه عن قوة    . و على ذلك نجد ان القوى المؤثرة على العنصر 

 الضغط هً 

 (
  

  
 

  

  
 

  

  
)          

و ذلك ٌتطبٌق قانون    و على ذلك ٌمكن كتابة معادلة حركة العنصر 

 نٌوتن الثانً فٌكون 

     
   

  
         ( ⃗⃗  )   



 عنصر إختٌاري فٌكون    و بما أن 

   

  
    

 

 
 ⃗⃗                                                     

 و هً معادلة حركة السائل . 

و بالتعوٌض عن الطرف الأٌسر بدلالة العجلة المعطاه الأتجاهٌه سابقا 

 نحصل على 

  

  
 

  

  
 

 

 
 ⃗⃗         ⃗⃗    

 

 
 ⃗⃗       

  

  
 (    ⃗⃗ )      

 

 
 ⃗⃗                                  

معادلات قٌاسٌة و ذلك بإستخدام  3ٌمكن كتابتها على صورة     المعادلة 

 الأحداثٌات الكارتٌزٌة أى 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
    

 

 

  

  
 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
    

 

 

  

  
                 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
    

 

 

  

  
 

 و على ذلك نكون قد حصلنا لأى سائل ٌتحرك على القوانٌن الأتٌة 

 معادلة الأتصال  -1

    معادلات للحركة و هً تعطى من المعادلات  3 -2

  الكثافة ,   و على ذلك فإننا نحصل على أربع معادلات فً المجاهٌل 
 مركبات 3السرعة التى لها    الضغط, 

 

 

  



 الحل-ب

  فً إتجاه السرعة    أٌضا نأخذ محور 

 الحركة متماثلة حول هذا المحور .

      بإستخدام الاحداثٌات الكروٌة 

𝜑  تعتمد على   . إذا كانت       . و لكن تعتمد على   لا تعتمد على  

 و حٌث أن الحركة منتظمة 

 𝜑  فقط    تعتمد على    

 هً تحقق معادلة لابلاس    

  𝜑    

 

  
  sin  

 𝜑

  
 

 

  

 sin  

 

 𝜑

  
   

 
 

  
  

 𝜑

  
 

 

sin  

 

  
sin  

 𝜑

  
                       

 و الشروط الحدٌة 

𝜑                                                                

 
 𝜑

  
    s                                              

 على الصورة  𝜑بفرض أن 

𝜑  (   
 

  
)   s   

بنفس الطرٌقة السابقة و بإستخدام     و هذا ٌنتج أٌضا ناتج من المعادلة 

 الشروط الحدٌة نحصل على 

        

𝜃 

𝑈 𝜓 

𝑥 
𝜃 

𝑎 



    
    s  

  
    s                            

   

 
 

 𝜑  
   

   
  s   

 .و هذا هو جهد السرعة 

 سرعة المائع عند اى نقطة تعطى بالمعادلة 

 

    ⃗⃗ 𝜑 

    
 𝜑
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sin   

    
 

 sin  

 𝜑

  
   

 

 فً هذه الحالة للحصول على طاقة حركة المائع 

    
 

 
 ∫ 𝜑  

 𝜑

  
  

   

 

 

         
 

 
 ∫

    s  

 
    s     

       
 

 
    ∫             



       
 

 
    ∫ ∫         sin      

  

   

 

   

 

      
 

 
    ∫           sin    

 

 

 

      
 

 
       

 

 
 

 

 
(
 

 
    )   

      
 

 
    

 هً كتلة السائل المزاح   حٌث 

 

 

 السؤال الثالثاجابة 

 

       

 الشروط الحدية على السطوح الصلبة

لا ٌوجد إنسٌاب للمائع خلال السطوح الصلبة أى لا ٌمكن للسائل أن  -أ 

 ٌخترق السطوح الصلبة و الذي ٌوجد بداخله المائع.                                                      

 عند أى نقطة  sمركبة سرعة المائع العمودٌة على السطح    

 عند هذه النقطة   لب تساوى مركبة السرعة العمودٌة للسطح الص.

   n  q n 

 . إذا كانت حركة المائع غٌر دورانٌة         متجه الوحدة العمودي على   

     ⃗⃗ 𝜑 

  
 𝜑

  
      

إذا كان المائع الحقٌقً ) غٌر مثالى (. المركبة المماسٌة لسرعة  -ب 

المائع و سرعة السطوح الصلبة تكون واحدة عند أى نقطة من السطح 

 

                    

    

 

                    

𝑆 

𝑛⃗  



نظرا للزوجة. و فً حالة عدم تحرك السطح الصلب أى تكون سرعته 

مساوٌة للصفرو ٌسمى هذا  تساوى صفر تكون سرعة المائع المماسٌة

 الشرط بشرط عدم الإنزلاق 

إذا كان المائع مثالى فإن مركبة السرعة المماسٌة للمائع تختلف عن  -ج 

ع بحل سرعة السطح الصلب و ٌمكن تعٌٌن السرعة المماسٌة للمائ

المسألة. و فً هذه الحاله ٌتوافر شرط الإنزلاق لا ٌوجد أى شروط 

 بالنسبة للقابلٌة للإنضغاط فً حالة الموائع المثالٌة . 

 الشروط الإبتدائية 

 ∞إرا مبن اىمبئع سبمىب فٓ اىمبلاوٍبٔت  -

             as          r    

  فٓ احجبي محُس    إرا مبن ٔخحشك بسشعت  -

                                                     

 𝜑      
 فٓ حبىت حشمت اىمبئع غٕش دَساوٕت أِ أوٍب حشمت راث جٍذ 

 𝜑        s       (
 

 
) 

       
 

 
                  

 فٓ حبىت اىمبئع سبمه 

𝜑                 
 

 
              

      (
 

 
) 

إرا مبن اىيف مسبَٔب ىيصفش حُه اِ مىحىّ مغيق َ لا ُٔجذ اِ مىبع أَ 

𝜑مصب خطٓ, حٕىئز                              
 

 
                           

𝜑   r   s    (
 

r
) 

 طاقة الحركة لمائع يتحرك حركة غير دورانية
 

                  
 

 
 ∫𝜑

 𝜑

  
    



المتجه العمودى على السطح     دالة جهد السرعة ,     𝜑كثافة المائع ,      حٌث  

    . 

 كوشى  -مل لاجرانجتكا

 
 𝜑

  
 

 

 
                                   

 

 الضغط.  طاقة الوضع ,     Ωالسرعة   .حٌث  كوشى -تكامل لاجرانج تسمى 

𝜑 ,الزمن.  دالة جهد السرعة 

 

 الحل-ب

                            بعد أى نقطة فً السائل عند   نفرض أن 

                          فً إتجاه الأنبوبة Aسرعة اى نقطة    و أن 

       ⃗⃗     من معادلة الاتصال  

 
   

  
                                                    

    لٌست لها سوى مركبة رأسٌة واحدة بالنسبة الجزء الرأسً و تمثل    

 معادلة الإتصال . 

)    لا تعتمد على    أى ان 
   

  
و هً بالتالى تساوى سرعه   (  

 هبوط السائل 

                                                             

و بإدخال جهد السرعة   (      ⃗⃗ )و لكن الحركة غٌر دورانٌة 

    أى أن    (  ⃗⃗     )
  

  
   و بالتكامل بالنسبة الى  

 

 

 

 
 

 

 صىبُس

 

 



           s                                  

 من معادلة برنولى 

 

 
 

 

 
     

  

  
                           

 و لكن 

      ̇   
  

  
 

 
 

 
      ̈    

 

 
                       

 فً الجزء الرأسً من الأنبوبة فإن    إذا كانت النقط 

  الموضعداله جهد                                                     

 عجلة الجاذبٌة         البعد الرأسً عن نقطة ثابتة     

 أما إذا كانت  فً الجزء الأفقى من الأنبوبة 

  الموضعداله الجهد                                                   

 البعد الرأس من نقطة ثابتة        عجلة الجاذبٌة       

     نجد أن .......... الضغط الجوى عند السطح الحر     من 

                             

 

 
      ̈     

  

 
                   

 

 
           ̈     

  

 
      

}
 

 

            

 و بالطرح نجد أن 

 ̈   
 

  
      



  ̈   (
 

  
)                                                 

 الدوري  , زمنهاح,ت,بو على ذلك تكون الحركة هً 

  
  

 
   √

 

 
 

          s (√
 

  
   )                          

 فإن     عندما     تعٌٌن الثوابت  

                                      

                               

   *    s√
 

  
 +                                         

ثم     لإٌجاد الضغط عند أى لحظة نوجد أولا الثابت فً المعادلة  

 .   نعوض فً المعادلة 

 انتهت الأجابة                                  

 ا.د.محمود عبد العاطى محمود

 

 


